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1 - lntrodu~ao 
Num ambiente competitivo torna-se por vezes mais importante saber quanta 
se vende, relativamente aos restantes concorrentes, do que conhecer a quan-
tidade vendida, em termos absolutos, sem qualquer padrao de compara9ao. 
Oeste interesse nasce o conceito de quota de mercado, que e hoje urn ele-
mento essencial na gestao de produtos, especialmente em mercados maduros 
caracterizados por uma grande quantidade de marcas em fase de satura9ao do 
seu ciclo de vida (Oral e Kettani, 1989}. 
E importante referir que a quota de mercado reflecte, de uma forma mais 
acentuada do que as vendas, tanto altera96es nas variaveis de marketing do 
proprio artigo como os factores competitivos entre marcas. Quanta a modela9ao 
de series cronol6gicas, Naert e Leeflang (1978} referem duas ordens de raz6es 
para a utiliza9ao de quotas de mercado. Estas possibilitam, por urn lado, a 
distin9ao entre varia96es nas vendas resultantes do aumento da procura do 
produto das resultantes de mudan9as na posi9ao relativa de uma marca no 
mercado; e por outro, evitam a considera9ao de factores ambientais ou 
sazonalidades, tornando os modelos muito mais simples (1). 
A dificuldade na defini9ao de quota de mercado, reside na ambiguidade 
do termo mercado, que nao tern aqui o significado comum de urn conjunto de 
consumidores. Pode definir-se quota de mercado como a frac9ao de vendas 
reais (tanto em quantidade como em valor monetario) de urn artigo relativamente 
a:os restantes da mesma familia, para urn determinado perfodo, e para uma 
determinada area geografica (Cooper e Nakanishi, 1988). 
No presente estudo mercado significa o volume de vendas de urn conjun-
to de marcas e ou produtos em concorrencia directa que, satisfazendo identi-
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(1) Barroso (1994) apresenta uma modelo provisional para uma serie de vendas agregada 
para a familia onde a modelac;:ao de sazonalidades e, de Ionge, o ponto de maior complexidade. 
Note-se ainda que, considerar que a relativizac;:ao das vendas elimina sazonalidades, 
corresponde a considerar que estas ultimas podem ser modeladas por factores multiplicativos (como 
alias se considera no trabalho de Barroso) e que estes sao aproximadamente iguais para as di-
ferentes marcas. Estes pressupostos sao geralmente aceites pela maioria dos autores e foram 
comprovados para o caso de estudo apresentado neste trabalho. 
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cas necessidades do consumidor, sao portanto substitufveis (a que se chama 
famflia ou subfamflia de produtos). 
Da anterior defini<;:ao resulta a equa<;:ao seguinte: 
Qi 
mi=Q (1) 
onde mi representa a quota de mercado do artigo i, Qi as vendas em quantida-
de ou valor desse artigo, para um espa<;:o geografico e num perfodo de tem-
po (2), e Q o total de vendas nas mesmas unidades para a famflia. Da defini-
<;:ao anterior resulta ainda que a soma das vendas para os n artigos na famflia 
deve totalizar Q, ou, 0 que e 0 mesmo: 
(2) 
constituindo esta uma rela<;:ao fundamental na teoria das quotas de mercado. 
Pode encontrar-se na literatura uma grande variedade de modelos (ainda 
que habitualmente previsionais) de quotas de mercado. Neste trabalho conside-
ram-se apenas modelos causais a desenvolver com base exclusivamente em 
series croool6gicas de vendas e variaveis de marketing. Estes modelos usam 
dados muito mais faceis de obter do que os referentes ao comportamento indi-
vidual de cada consumidor, ou classe de consumidores, exigidos, por exemplo, 
pelos modelos baseados na teoria de jogos sugeridos por Oral e Kettani (1989), 
entre outros. 
Com este trabalho pretende-se contribuir para a utiliza<;:ao da elasticidade 
na analise do mercado utilizando quotas de mercado. A importancia da elasti-
cidade deriva nao s6 de ser uma medida da sensibilidade das quotas de mer-
cado a varia<;:6es das diferentes variaveis de marketing, como tambem de ser 
uma medida universal, independente da forma funcional escolhida para a 
modela<;:ao. Para isso e necessaria deduzir express6es para a elasticidade para 
os varios modelos alternatives de quota de mercado. 
Na sec<;:ao 2 apresentam-se os varios modelos causais para quotas de 
mercado, bem como as express6es alternativas para relativizar variaveis de 
marketing. Na sec<;:ao seguinte deduzem-se as express6es para as elasticida-
des directas e cruzadas para cada combina<;:ao modelo/expressao de relativi-
za<;:ao e analisa-se a robustez das referidas express6es. Apresenta-se depois 
um exemplo de aplica<;:ao seguido das conclus6es. Em anexo e possfvel en-
contrar a dedu<;:ao das express6es para as elasticidades elaboradas pelos au-
tares. 
(2) Dispensa-se o indice t, indicativa da dependencia temporal, para simplificac;:ao das equa-
c;:oes apresentadas. 
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2 - Modelos causais de quota de mercado 
De entre os modelos causais referidos na literatura destacam-se duas prin-
cipais classes. A primeira dessas classes inclui os modelos baseados no con-
ceito de atracgao (ou esforgo de marketing), deduzidos por Bell, Keeney e Little 
(1975) e com uma diferente formulagao por Kotler (1984), e logicamente 
apoiados num conjunto de axiomas. Bell et a/. provam ainda que tais axiomas 
conduzem necessariamente a: 
a .. A. 
m.-_1_1 ~- n 
La1.A1 I= 1 
(3) 
onde a1 (introduzido para maior generalidade) representa o grau de eficiencia 
do artigo i em transformar a sua atractividade (A;) em quota de mercado (m;). 
Esta expressao implica que, mesmo que seja sentida a mesma atractividade 
(ou originalmente seja produzido o mesmo esforgo de marketing) em dois arti-
gos distintos, eles podem nao ter a mesma quota de mercado. 
Considerando agora que o esforgo de marketing para o artigo e uma fun-
gao das variaveis de marketing e possfvel estabelecer modelos causais para 
as quotas de mercado. Quanto a forma funcional a adoptar a literatura menci-
ona dois modelos principais, indicados em seguida (3): 
«Multiplicative competitive interaction model>> (MCI): 
A;= IT Xqkk 
k 
«MultiNomial /ogit model» (MNL): 




onde o conjunto dos f3 representa parametros do modelo e X representa as 
variaveis de marketing consideradas relevantes na explicagao de variag6es da 
atractividade. 
A segunda classe de modelos corresponde a modelos menos fundamen-
tados e ja extensivamente utilizados antes de 1975. Estes modelos, que consi-
deram apenas relag6es entre a quota de uma marca e as respectivas varaveis 
de marketing, serao referidos neste trabalho por modelos classicos. Varios sao 




(3) Nestes modelos exclui-se o termo correspondente ao resfduo. 
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Mode/a semilogarftmico: 




m;= a;· I1 X~k" 
k 





0 parametro a; e designado por constante de atrac980 intrfnseca ja que 
mede a preferencia intrfnseca dos consumidores pelo artigo i, i. e. a fracgao de 
quota de mercado que e independente do valor das variaveis de marketing 
consideradas no modelo. 
Em geral, os dois ultimos modelos sao considerados mais apelativos, uma 
vez que tem em conta interacg6es entre as diferentes variaveis de marketing 
utilizadas. No entanto, todos eles sao largamente utilizados especialmente na 
modelagao da quota de mercado para uma unica marca, na perspectiva do 
fabricante (v. por exemplo as referencias apresentados por Brodie e De Kluyver, 
1984; ou a longa lista apresentada por Naert e Leeflang, 1978, p. 75). 
2.1 - Relativiza~ao de variaveis de marketing 
Themido (1984) desenvolveu um modelo de previsao de vendas para fa-
milias de produtos em que se verifica substituigao entre marcas e grande vari-
abilidade nas vendas. Ap6s uma analise detalhada, observa-se que as vendas 
de uma marca dependem dos valores das variaveis de marketing de todas as 
marcas na familia; concluindo que a percepgao do consumidor as operag6es 
de marketing e relativa, i. e. o consumidor atribui muita importancia ao factor 
distingao. Cooper e Nakanishi, no seu trabalho de 1988, apoiam estas conclu-
s6es apresentando mesmo o exemplo de uma familia de produtos alimentares 
onde o poder nutritivo e uma variavel essencial na distingao entre os diferentes 
itens na familia. Estes autores concluem que os consumidores tendem a deci-
dir com base nos atributos mais salientes (ainda que por vezes pouco impor-
tantes) do artigo. 
Tem-se assim uma Intima relagao entre o grau de distingao e as vendas 
do artigo. Para incluir esta relagao nos modelos classicos, pode efectuar-se uma 
relativizagao das variaveis de marketing, segundo os produtos na familia. 
Pretende-se com esta operagao que uma alteragao na variavel relativizada 
corresponda a uma acgao de distingao por parte de uma marca, logo devendo 
ter consequencias no valor da quota de mercado dessa marca. lsto significa 
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que se todas as marcas baixarem o prego de urn produto, por razoes comuns, 
certamente a quota de mercado desses nao deve sotrer alteragoes; ainda que 
as vendas totais da tamflia possam aumentar por os clientes constitufrem stock. 
Caso uma marca baixe o prego, durante uma promogao, e as restantes marcas 
na familia nao a sigam, o prego passa a ser urn factor de distingao, devendo 
a variavel relativizada ser consideravelmente alterada tal como a corresponden-
te quota de mercado. A importancia da relativizagao das variaveis explicativas 
e tanto maior quanta mais competitiva tor a tamflia. 
Note-se que a utilizagao de pregos relativizados vern ja de Ionge, consti-
tuindo hoje pratica generalizada, embora existam outros metodos para introdu-
zir o eteito da concorrencia nos modelos classicos. 0 metoda mais reterido na 
literatura, consiste na inclusao de todas as variaveis de marketing de todas as 
marcas, no modele de cada uma. Estes modelos, denominados modelos exten-
sivos ou completes, alem da complexidade resultante de ser necessaria esti-
mar urn grande numero de parametres, apresentam problemas de multicolinea-
ridade entre as muitas variaveis explicativas. A relativizagao das variaveis de 
marketing surge assim como urn metoda expedite, ainda que nao perteito, de 
introduzir a concorrencia nos modelos. 
Apresentamos seguidamente urn conjunto de expressoes de relativizagao, 
compiladas por Luzes (1995), largamente utilizadas em modelos de previsao 
de vendas, ainda que, trequentemente, para uma s6 marca e apenas na 6ptica 
do tabricante. 
X;k 
X/k = --::-n --
L m, · x,k 
I= 1 
x:= ,.--n -<--'x,.. -""""""' 










onde X;k representa a variavel de marketing k reterente a marca i e X;k. a mesma 
variavel depois de relativizada. Os sfmbolos m1 representam as quotas de mer-
cado reterentes a marca /. 
A primeira expressao da igual peso, no denominador, a todos os artigos. 
As expressoes seguintes ja consideram uma media ponderada atribuindo urn 
peso proporcional a importancia do artigo no mercado. A utilizagao dos pesos 
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parece logicamente preferfvel, ja que para famflias de produtos com grandes 
diferengas no volume de vendas entre as varias marcas, e pouco realista con-
siderar que todas elas contribuem de igual modo para a variavel de marketing 
na famflia (4). A ultima expressao, proposta par Themido (1984), nao inclui o 
artigo i no denominador. lsto significa que o consumidor compara o prego do 
artigo que compra com o das outras marcas, sem incluir neste conjunto de 
referencia o artigo comprado. A autora afirma que a diferenga entre as expres-
s6es (11) e (12) se acentua nos artigos lfder, que tem frequentemente um com-
portamento sui generis. Note-se que as quotas de mercado no denominador 
sao utilizadas como pesos, podendo ser agregadas para diferentes perfodos de 
tempo. 
As equag6es que se seguem resultam da linearizagao dos modelos de 
atracgao denominados anteriormente par MNL e MCI, correspondendo a duas 




Na primeira destas equag6es a variavel explicativa para a marca i e divi-
dida pela media geometrica dos valores dessa variavel, para todos os artigos 
na famflia, no perfodo de tempo considerado. Na segunda equagao e descon-
tada a variavel explicativa a media aritmetica dos valores dessa variavel, para 
todos os artigos na famflia, no mesmo perfodo de tempo (5). 
Uma outra expressao de relativizagao utilizada em artigos publicados na 
area da determinagao de elasticidades utilizando modelos de atracgao (v. par 
exemplo Cooper, 1988), e ja recomendada num trabalho te6rico do mesmo autor 
(Cooper e Nakanishi, 1988) e a expressao apresentada em seguida (6): 
>(k- xk 
>('k = ---.====:======:== lf(Xk- xy 
(15) 
-/ n 
(4) Um exemplo de aplicagao recente desta forma de relativizagao e apresentado em Hoch 
et a/., 1995. Esta e uma das express5es mais utilizadas na literatura. 
(5) Na utilizagao pratica desta expressao por vezes e necessario trocar os termos de forma 
a nao obter valores negativos que nao poderiam ser logaritmizados. 
(6 ) V. nota de pe de pagina 5. 
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onde a barra sobre a variavel representa uma media aritmetica na dimensao 
marcas na familia e o denominador corresponds ao desvio padrao da variavel 
de marketing dentro da familia (CJx)· Esta expressao pretende reflectir o grau 
de diferenciagao de uma marca, relativamente a variabilidade da familia, em 
cada perfodo de tempo. 
As express6es de relativizagao apresentadas nao esgotam todas as pos-
sibilidades mas sao as consideradas neste trabalho. 
3 - Elasticidade de quota de mercado 
Pode definir-se elasticidade directa (Bik) da quota de mercado de urn pro-
duto ou marca (1) como o quociente entre uma variagao relativa da quota de 
mercado dessa marca (m) e a variagao relativa de uma variavel de marketing 
da mesma marca (Xk); i.e. considerando uma definigao pontual de elasticidade: 
(16) 
Oeste modo a nogao de elasticidade correspc;>nde a uma medida da de-
pendencia das quotas de mercado relativamente as variaveis explicativas con-
sideradas. A expressao anterior implica urn modelo que relacione as quotas de 
mercado com as variaveis consideradas explicativas e que seja traduzido par 
fungoes contfnuas. Pode-se portanto utilizar os modelos apresentados entre as 
expressoes (4) a (9) para este tim. Esta definigao permite comparar elasticida-
des obtidas par modelos tao diversos como os de atracgao e os modelos clas-
sicos, ja que e aplicavel a todos os modelos causais. 
E tambem interessante o estudo da estruturas competitiva entre marcas 
dentro de urn mesmo mercado, ja que as assimetrias do mercado se reflectem 
nos efeitos cruzados entre marcas. Sendo assim, a eficiencia de uma marca 
nao se mede apenas na capacidade para aumentar a sua quota de mercado 
au vendas, mas tambem na capacidade de influenciar as quotas de mercado 
das restantes marcas. Surge assim o conceito de elasticidade cruzada (Bijk), como 
medida do efeito da variagao de determinada variavel de marketing (Xjk) par 
parte de uma marca (j), nuina outra (1) da mesma familia: 
(17) 
Para deduzir as express6es gerais para elasticidades djrectas e cruzadas, 
comega-se par derivar as equagoes (6) a (9), substituindo as variaveis de 
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marketing por variaveis relativizadas, obtendo-se as seguintes equac;:6es gene-












Como sugerido por Cooper e Nakanishi (1988, p. 71) tambem os mode los 
de atracc;:ao podem ser utilizados com variaveis relativizadas. A relativizac;:ao das 
variaveis explicativas pode ser uma necessidade quando se pretende obter elas-
ticidades cruzadas. Por outro lado a relativizac;:ao aumentando a variabilidade 
no tempo das variaveis independentes, pode evitar problemas de colinearidade, 
como Cooper e Nakanishi sugerem no referido trabalho. No anexo A apresen-
ta-se a deduc;:ao das express6es seguintes: 
Modelo MCI: 
( ) xk ax; xk ax,; eik = f3;k. 1-m; . x'· . :~x' - L/3tk. m,· x'· . :~x 
ik 
0




Todas estas express6es podem ser utilizadas na determinac;:ao das elasti-
cidades dos modelos apresentados com variaveis de marketing nao relativizadas. 
Para tal basta substituir xi!; por X;k· 
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De um modo analogo e utilizando a definic;ao de elasticidade cruzada, 
obtem-se as seguintes relac;oes, para os diferentes modelos considerados: 
Mode/a aditivo: 
~k a><;; 
eijk = /3;k. m . -:~X 











Para os modelos de atracc;ao tem-se de igual .forma, e como deduzido no 
anexo A, as seguintes expressoes: 
Mode/a MCI: 
Mode/a MNL: 
as quais tambem podem ser utilizadas para a determinac;ao das elasticidades 
cruzadas, com as variaveis nao relativizadas, bastando para tal fazer substituir 
todos os Xtk. por Xtk (com I incluindo J). Nas expressoes anteriores 8u represen-
ta o sfmbolo de Kronecker. 
Estas expressoes para variaveis de marketing relativizadas apresentam tres 
componentes como referido par Cooper (1988). No primeir~ components sur-
gem os efeitos directos relativos a j, o segundo components resultants de l=i 
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no somat6rio corresponde a efeitos cruzados especfficos, e par fim os restan-
tes componentes do somat6rio resultam de efeitos competitivos gerais. Estes 
tres termos estao sempre presentes nos modelos de atrac9ao com variaveis de 
marketing relativizadas. 
Tambem para as elasticidades directas as express6es para os modelos 
de atracvao, ao contrario das encontradas para os modelos classicos, apresen-
tam termos cruzados resultantes de derivadas das express6es para a atracyao 
de uma marca relativamente as variaveis de marketing de uma outra. 
Utilizando agora as express6es de relativizavao das variaveis de marketing 
introduzidas no capitulo anterior, podem-se deduzir as derivadas parciais des-
sas equa96es relativamente as variaveis nao relativizadas e, finalmente, combi-
nando os dais resultados chegar as express6es compiladas no quadro 1 e 
quadro 2. 0 primeiro facto a notar nestes quadros e a grande variedade de 
express6es para as elasticidades directas e cruzadas. 
Note-se que para a forma de relativizavao apresentada nas equa96es (11) 
e (12) quando combinada com os modelos classicos apresentados de (6) a (9), 
a fun9ao m; surge definida implicitamente, isto porque faz parte do denomina-
dor de X;;. 
QUADRO 1 
Elasticidades directas pontuais para os diversos modelos e expressoes de relativiza~iio 
Modelos de quotas de mercado 
Equal'6es de relativizal'ao 
Aditivo Semilog. Multipli. Expon. MCI MNL 
F rac\!ii.O com um 
/3;,-X;;I 
/3;,/mrlj) {3;,-lj) {3;,·X;,"· lj) 
{31.-(1-m;) .lj) + {31,-X1•· (1-m;) · lj) + 
lm;-CD + L.,,;/3/k. m,- ® + L.,;/3"· m1• x"·. ® 
Variaveis nao relativi- (}) = 1 @=0 
zadas: 
Equac;:ao (1 0) ...... (}) = 1-Xi/ln <?l=Xik"!n 
Equac;:ao (11) ...... (}) =1-Xik·. m; <P=Xik·. m; 
Equac;:ao (12) ...... (}) = 1 @ =X,k". Xii!Xtk" mj/(1-m/) 
Equac;:ao (13) ...... (}) =(n-1)/n @=1/n 
Equac;:ao (14) ...... (}) =(n-1 )In · Xif/Xik. <P = 1/n · xif;x,k· 
Equac;:ao (15) ...... (}) =(n-1-Xik. 2) · Xik"/(n · Gx; Xik") @ = 1/n · Xiflax, · (1/X,k"+Xik.) 
-
Nota. - Para as variaveis nao relativizadas Xik. deve ser substitufdo por Xik· Note-se a di-
ferenc;:a entre m/ apresentado para as equac;:6es de relativizac;:ao (11) e (12) e mi da fracc;:ao comum. 
A primeira quota de mercado resulta do denominador da expressao de relativizac;:ao, o qual pode 
ser obtido por agregac;:ao de valores para perfodos de tempo anteriores ao perfodo considerado, 
e a segunda refere-se a quota de mercado no perfodo em considerac;:ao. 
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QUADRO 2 
Elasticidades cruzadas pontuais para os diversos modelos e expressoes de relativiza~rao 
Modelos de quotas de mercado 
Equa~oes de relativizacao 
Aditivo Semilog. Multipli. Expon. MCI MNL 
Frac~ao comum ·f3ik"X1(/ ·{3p/mr<D ·fJjk" (j) -f31 •. x,.··<D 
-[31.·(1-m1)-<D+ -{31 •. x,.-.(1-m1)- <D + 
lmr<D + ~~,f3tk ·(m, - 8u!- ® + L f3tk·(m1-8u)·X1(· ® 
r.,; 
Variaveis nao relativi- CD =1 CD =1 ® =0 
zadas: 
Equa9ao (10) ...... CD =~k·tn CD= 1-~k·tn ® =~k·tn 
Equavao (11) ...... CD =~k·. mJ CD= 1-m}~k- ® = ~k··mJ 
Equa9ao (12) ...... CD =X;k··~i/X;k·mj/(1-m/) CD= 1 ® =X1k'-~i/X1k·mj/(1-mi) 
Equa9ao (13) ...... CD= 1/n CD=(n-1)/n ®=1/n 
Equa9ao (14) ...... CD= 1/n-~i/X;k· CD=(n-1)/n-~~~~k· ®=11n-Xii/X1k' 
Equa9ao (15) CD= 1/nlaxk·(~i/X;k'+~k-~k·) CD =(n-1-~k· 2)-~k lnl~k·taxk 
® = 1/nlaxk·(~JX,k'+Xik'~k·) 
Nota.- V. nota do quadro 1. 
Assim, a derivac;ao torna-se mais elaborada. No entanto, e possfvel consi-
derar simplificac;6es: ou se consideram as quotas de mercado do denominador 
pouco dependentes de variac;6es no tempo das variaveis de marketing ou, em 
alternativa, pode considerar-se uma situac;ao de forte concorrencia em que to-
das as variaveis relativizadas tem valores muito pr6ximos (v. anexo B). 
Note-se ainda que se entendermos (11) e (12) como considerando no 
denominador as quotas de mercado do momenta anterior ou num perfodo de 
tempo agregado anterior (de outro modo ter-se-iam de utilizar processes iterativos 
para fazer previs6es), entao as express6es determinadas para as elasticidades 
tornam-se exactas. 
Como referem Krishnamurthi e Raj (1991 ), o model a multiplicative conduz 
frequentemente a elasticidades directas constantes no tempo, o que e logica-
mente pouco aceitavel. No quadro 1, tal verifica-se para as express6es (12) e 
(13) e para os modelos com variaveis nao relativizadas, pelo que estes mode-
los conduzem a valores de elasticidades apenas aceitaveis em condic;6es muito 
especiais. 
Tambem os modelos de atracc;ao para variaveis nao relativizadas condu-
zem a elasticidades cruzadas constantes para qualquer marca i (com ft.j e 
desprezando a influencia da marca i em mj). enquanto todos os restantes mo-
delos conduzem a elasticidades que dependem de i mais ou menos fortemen-
te. No primeiro caso, acc;6es da marca j influenciam todas as restantes marcas 
de igual modo (}. Sendo assim, pode concluir-se que OS modelos de atracc;ao 
· (7 ) Esta observa9ao corresponde ao axioma 4 apresentado por Bell, Keeney e Little (1975). 
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para variaveis simples, descrevem uma situa9ao muito particular de concorren-
cia entre as marcas de uma famflia. No caso geral esta situa9ao nao esta de 
acordo com o que realmente se passa no mercado. 
Verifica-se ainda que a utiliza9ao de modelos com variaveis relativizadas, 
possibilita a obten9ao de elasticidades cruzadas com o mesmo numero de 
parametros das elasticidades directas, o que facilita a aplica9ao dos modelos. 
Dada a grande variedade de modelos disponfveis apresenta-se seguidamente 
o conceito de robustez das elasticidades directas, como urn possfvel criteria de 
escolha. 
3.1 - Robustez da elasticidade directa 
E habitualmente reconhecido que apenas os modelos de atrac9ao obede-
cem as condi96es de consistencia /6gica garantindo que as previs6es obede-
cem a restri9ao de soma e a restri9ao de intervalo. Pelo contrario, e reconheci-
do que os modelos classicos violam frequentemente tais restri96es, ja que a 
sua estrutura nao garante a tao desejada consistencia 16gica. No entanto, es-
tes modelos de facil estima9ao, ajustam-se bern a muitas situa96es reais, con-
tinuando a merecer a preferencia de gestores e analistas; o que e lfcito desde 
que sejam utilizados com algumas cautelas, evitando cenarios em que as varia-
veis explicativas assumem valores extremos, como afirmam Weverbergh, Naert 
e Bultez (1987). 
Para verificar a robustez das equa96es da elasticidade vao considerar-se 
duas observa96es empfricas, relativamente ao comportamento esperado da elas-
ticidade directa, baseadas nas considera96es de Cooper e Nakanishi (1988; 
pp. 34-35). Segundo estes autores, a elasticidade deve aproximar-se de zero 
quando a quota de mercado da marca se aproxima de urn. E ainda aceite que 
se torna mais diffcil conquistar quota de mercado a medida que o esfor9o de 
marketing, representado pelas variaveis explicativas, aumenta. Pode dizer-se 
portanto, que se espera igualmente que a elasticidade tenda para zero quando . 
o valor de ~k tende para infinito. 
lmporta agora verificar se as express6es deduzidas para as elasticidades 
cumprem·aqueles criterios de robustez o que e apresentado no quadro 3. 
Observando esse quadro pode concluir-se que, exceptuando os modelos de 
atrac9ao, a maioria das combina96es (expressao de relativiza9ao/modelo) e muito 
pouco robusta, com especial relevo para os resultados com variaveis nao 
relativizadas. No entanto, para os modelos classicos existe uma expressao de 
relativiza9ao, a equa9ao (11 ), real mente robusta para todos os modelos. 
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QUADRO 3 
Verifica.;:ao das regras empfricas para as elasticidades apresentadas por Cooper & Nakanishi (1988) 
Modelos de quotas de mercado 
Equacoes de relativizacao 
Aditivo Semilog. Multiplicati. Exponencial 
Variaveis nao relativizadas: a) = /3;k·X;k a)= /3;k a)= /3;k a) = /3;k · X;k 
b)= 1 b)=O b)= /3;k b)= ±oo 
Equagao (1 0) ............................................ a)= /3;k·X;k *·(1-X;k *In) a)= /3;k·(1-X;k*ln) a)= /3;k·(1-X;k*ln) a)= /3;k·X;k(1-X;k*ln) 
b)=O b)=O b)= 0 b)=O 
Equagao (11) ............................................ a)= 0 a)=O a)= 0 a)= 0 
b)=O b)=O b)=O b)= 0 
Equagao (12) ............................................ a)=O a)= /3;k a)= /3;k a)= 0 
b)= 1 b)= 0 b)= f3ik b) =±oo 
Equagao (13) ............................................ a)= /3;k·X;k*·(n-1)1n a)= /3;k·(n-1)1n a)= /3;k·(n-1)1n a)= /3;k·X;k·(n-1)1n 
b)= (n-1)1n b)= 0 b)= /3;k·(n-1)1n b)= ±oo 
Equagao (14) ............................................ a)= /3;k·X;k*·(n-1)1n a) = /3;k·X;,/X;k •. (n-1 )In a)= /3;k·X;,/X;k*·(n-1)1n a)= /3;k·X;k·(n-1)1n 
b)= 1 b)=O b)= !3ik b)= ±oo 
Equagao (15) ............................................ a)= /3;k·X;k·(n-1-X;k*2)/ a)= /3;k·X;k·(n-1-X;k*2)/ a)= /3;k·X;k"(n-1-X;k*2)/ a)= /3;k.X;k·(n-1-X;{2)1 
A1/crxk IX;k * /n/crxk IX;k * /n/crxk A1/crxk 
b)= 0 b)=O b)= 0 b)=O 
---- -- - --








































Nota. - para a equagao de relativizagao (11 ), quando m; tende para urn, como a totalidade das quotas de mercado deve samar urn, todos os m,>'i -~ 
tendem para zero, pelo que a variavel relativizada tende para urn. Mesmo que os m,' no denominador de X;k" estejam desfasados no tempo relativamente ~ 
ao m; explicado pelo modelo, por arrastamento os primeiros tambem tenderao para urn, ainda que mais lentamente. ~ 
Q 
~ -~ ~ 
~ ~ 
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Para comparar os modelos robustos construiu-se a figura 1, onde as va-
riaveis explicativas se consideram nao relativizadas para os modelos de atrac-
c;ao, e relativizadas por (11) para os classicos. Nesta figura podem-se distinguir 
dais tipos de comportamentos da elasticidade perante um aumento de uma qual-
quer variavel explicativa. A classe dos modelos tipo MCI que inclui o modelo 
MCI, o modelo multiplicative e o semilogaritmico, caracteriza-se por um com-
portamento de descida monot6nica da elasticidade corri o aumento (ou diminui-
c;ao) do valor da variavel explicativa. Por outro lado temos os modelos tipo MNL, 
onde se incluf nao s6 o modelo MNL como o aditivo e exponencial, caracteri-
zados pela existencia de um maximo de elasticidade. 
FIGURA 1 
Variayao da elasticidade com uma variavel de marketing para os modelos classicos com 
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\, . '\,; ,' 
. "-:'>; ., 
'"'!< .... 
Cooper e Nakanishi (1988, pp. 35-36) consideram que a escolha da cl{3.sse 
de modelos mais apropriados para construir previs6es de quotas de mercado, 
depende das variaveis explicativas em considerac;ao. Por exemplo se .><,k e o pre<;:o 
do produto ou marca e provavel que a elasticidade seja elevada mesmo para 
prec;os proximo de zero. Sendo assim, e de esperar que, neste caso, a quota de 
mercado seja descrita por um modelo tipo MCI. Por outro lado se a variavel 
explicativa for dispendio em publicidade, e de esperar que, para valores baixos, 
nao seja muito eficiente. Oeste modo e-se conduzido a modelos tipo MNL. 
Desta analise, resultam como especialmente apropriados para implementac;ao, 
os modelos classicos conjugados com a expressao de relativizac;ao (11 ). As res-
tantes express6es sao menos adequadas por nao conduzirem a elasticidades 
robustas ou, no caso dos modelos de atracc;ao, par serem diffceis de estimar. 
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No entanto, nada garante que o ajuste de um conjunto particular de series 
cronol6gicas a um dos modelos considerados nao robustos nao seja aceitavel, 
ou mesmo melhor do que o conseguido com os modelos eleitos por esta ana-
lise. Sendo assim, s6 o estudo de cases praticos pode validar as conclus6es 
aqui expostas. 
4 - Caso pratico 
Na tentativa de testar os resultados te6ricos anteriores utilizaram-se dados 
de vendas (POS) duma grande superffcie Portuguesa, ja objecto de estudo por 
Barroso (1994}. Analisou-se um produto com vendas elevadas, grande sensibi-
lidade ao pre9o, e pouca diferenciayao; na expectativa de obter modelos signi-
ficativos ao correlacionar quotas de mercado com pre9os, (mica variavel de 
marketing disponfvel. 
Utilizou-se a analise ABC realizada por Barroso no supracitado trabalho 
de 1994, para seleccionar a famflia de produtos com maier volume de vendas 
- o arroz -, responsavel por 13% das vendas de mercearia seca. A subfamflia 
do arroz extra-longo escolhida, inclui dois artigos (marcas Sa/udfies e 
Malandrinho} que, na loja em causa, se encontravam entre os tres primeiros 
em termos de vendas de mercearia seca. Na altura a que se refere o estudo 
ainda nao existiam marcas brancas nesta subfamflia. No entanto, de acordo 
com Baltas et a/. (1997}, o comportamento das marcas brancas e diferenciado 
do das restantes marcas; pelo que se ere que os resultados relatados neste 
estudo ainda sao validos mesmo para famflias ou subfamflias que incluam este 
tipo de marcas (B). 
No quadro 4 (9) encontram-se os c6digos que identificam cada artigo des-
ta subfamflia, as marcas a que correspondem, e respectivas quotas medias de 
mercado em quantidade. Para esta subfamflia, disp6e-se de 1 02 pontes corres-
pondentes a vendas diarias em quantidade, para cada um dos cinco artigos e 
para o total da subfamflia. Estes valores diaries estao compreendidos entre 
Setembro e Dezembro de 1992. 
(8 ) Do texto · apresentado por Baltas et a/. (1997) e das elasticidades determinadas, directas 
elevadas (em valores negativos) e cruzadas reduzidas, conclui-se que as marcas brancas nao 
competem directamente com as restantes marcas constituindo um submercado distinto. 
(9) A marca de arroz extra Iongo Oriente foi exclufda da restante analise por apresentar 
vendas muito baixas e consequentemente uma variabilidade muito elevada, nao explicada por 
varia<;:6es de prego. 
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QUADRO 4 
ldentificagao dos artigos constituintes da subfamflia arroz extra-longo 
Quota 
C6digo Tipo Marca Quantidade media 
(percentagem) 
5622 Arroz extra Iongo ··························· Saludaes .......................... 1 kg 63 
3662 Arroz extra Iongo ........................... Malandrinho ..................... 1 kg 28 
3349 Arroz caroline ................................. Grao de Ouro ................. 1 kg 5 
3347 Arroz caroline ................................. D. Ana ............................. 1 kg 3 
5626 Arroz extra Iongo ........................... Oriente ............................. 1 kg 1 
Na figura 2 apresentam-se as series cronol6gicas de quotas de mercado 
para as duas marcas mais importantes da subfamflia, destacando-se a marca 
Sa/udaes, identificada com o c6digo 5622, como um claro lider. Competindo 
directamente com o lider encontra-se a marca Malandrinho com c6digo 3662. 
Na figura, observa-se uma clara influencia do prego nas vendas, bem como 
transferencia de vendas entre as duas marcas causadas por alterag6es de pre-
go e roturas de stock. A modelagao de roturas foi alvo de tratamento especial 
descrito em Mendes (1996). 
FIGURA 2 
Quotas de mercado, pregos e roturas para os principais artigos da subfamflia (10) 
-5622 


















(1°) As datas apresentadas correspondem a dias identificados como existindo roturas. A pro-
moc;:ao tern a durac;:ao do rectangulo apresentado. 
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As restantes tres marcas sao responsaveis par apenas 9% do total das 
vendas para a subfamflia, constituindo estas marcas artigos de caracterfsticas 
especiais dirigidos a uma clientela leal, a que Raju (1995) chamou niche brands. 
Como, neste exemplo, as elasticidades pontuais se referem sempre a 
variac;:oes de quotas de mercado resultantes de variac;:oes de prec;:o, todas as 
expressoes e modelos deverao levar a valores semelhantes de elasticidade, para 
uma mesma marca. Dos factores que podem fazer oscilar as elasticidades 
calculadas, ressaltam a incerteza associada aos parametres estimados par cada 
um dos modelos e a variabilidade no tempo das variaveis inclufdas nas dife-
rentes expressoes para a elasticidade. Destas ultimas, as quotas de mercado 
(as quais sao inclufdas nas expressoes da elasticidade para os modelos linea-
res e semilogaritmico) sao as que apresentam maior variabilidade no tempo, 
uma vez que prec;:os e prec;:os relativizados apresentam pouca variabilidade. 
As elasticidades apresentadas no quadro 5 foram obtidas a partir de 
parametres estimados pelo metoda dos mfnimos quadrados simples (OLS -
ordinary least squares) C1), o que para os modelos classicos deu bans resulta-
dos, obtendo-se valores de F12 sempre superiores a 91%. Exceptua-se o caso 
da marca Carolina (o pior ajuste de entre as marcas analisadas) para o qual 
os valores de Ff2 se situam entre 60 e 65% para o modelo exponencial e 54 a 
56% para o modelo aditivo C2). 
Para os modelos de atracc;:ao a estimac;:ao de parametres apresentou maior 
dificuldade sendo a linearizac;:ao obtida seguindo a transformac;:ao proposta par 
Cooper e Nakanishi (1988). Embora as condic;:oes de aplicabilidade das tecni-
cas de OLS nao sejam inteiramente satisfeitas, devido a existencia de hetero-
cedasticidade induzida pela estrutura do modelo, esta nao se revelou muito 
marcada (v. Mendes, 1996), pelo que no quadro 5 se apresentam os resulta-
dos para os modelos de atracc;:ao tambem obtidos pelo referido metoda (para 
uma descriyaO completa da metodologia de estimac;:ao dos parametres e da 
qualidade dos ajustamentos consultar Mendes, 1996). 
Como seria de esperar, os modelos com melhor ajuste (maiores valores 
de Ff2) correspondem a estimativas de elasticidade mais precisas. Nos modelos 
classicos, verifica-se sempre uma elevada dependencia da incerteza associada 
as estimativas da elasticidade com a qualidade da regressao. Pelo contrario, 
para os modelos de atracc;:ao os coeficientes de variac;:ao sao muito semelhan-
tes para todas as marcas e modelos, o que resulta da estimac;:ao de parametres 
ser feita simultaneamente para todas as marcas. 
(11 ) As correlac;:oes foram executas utilizando o pacote informatica SPSS for Windows Release 
6.0, utilizando como variaveis independentes, alem do prec;:o ou prec;:o relative, variaveis que re-
fletem roturas de stock e variaveis dicot6micas para modelac;:ao das promoc;:oes. 
(1 2) Apenas se apresentam resultados para o modele aditivo e exponencial ja que os obti-
dos pelos restantes modelos sao muito semelhantes aos apresentados. 
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Do anteriormente exposto sugere-se a utilizayao de modelos classicos com 
elevados valores de fi2 pelo que nem sempre sera possfvel utilizar a expres-
sao de relativizayao (11) considerada robusta. No entanto, quando ela leva a 
valores de fi2 elevados, como acontece na marca Malandrinho, e possfvel a 
escolha da expressao de relativiza9ao (11) em detrimento de outras mesmo ·que 
apresentem valores de fi2 superiores, ja que a diferen9a e pouco significativa. 
QUADRO 5 
Elasticidade pontual directa e coeficiente de varia9io, para as marcas com melhor e pior ajuste 
Aditivo Exponencial MNL MCI 
Expressao de relativizayao 
I Coef.var I Coef.var I Coef.var I Coef.var Elasti. Elasti. Elasti. Elasti. 
Marca 5622 - Arroz extra Iongo Saludaes 
Prego nao rei. ............ -1,8 0,12 -1,8 0,12 -1 ,4 0,26 
Equagao (10) ............. -2,0 0,10 -2,0 0,10 -1,3 0,36 -1,3 0,36 
Equagao (11) ............. -1,8 0,10 -1,9 0,10 -2,7 0,25 -2,7 0,25 
Equagao (12) ............. -1,6 0,11 -1,7 0,11 -2,3 0,28 -2,3 0,29 
Equagao (13) ............. -2,0 0,10 -2,1 0,11 -1,4 0,42 -1,3 0,43 
Equagao (14) ............. -1,9 0,10 -1,9 0,11 -1,3 0,41 
Equagao (15) ............. -2,3 0,10 -2,4 0,10 -1,5 0,39 -1,6 0,40 
Marca 3347- Arroz carolina D. Ana 
Prego nao rei. ............ -2,3 0,77 -3,2 0,52 -6,9 0,26 - -
Equagao (1 0) ............. -4,2 0,40 -6,8 0,27 -8,9 0,24 -9,9 0,24 
Equagao (11) ............. -1,1 1,89 -2,3 0,77 -6,3 0,32 -6,3 0,32 
Equagao (12) ............. -1,7 1,21 -2,3 0,76 -5,9 0,36 -5,9 0,36 
Equagao (13) ............. -4,8 0,41 -7,3 0,27 -7,8 0,31 -8,5 0,31 
Equagao (14) ............. -5,3 0,36 -7,7 0,23 -9,9 0,25 - -
Equagao (15) ............. -5,0 0,41 -7,0 0,28 -7,5 0,36 -7,4 0,37 
Nota. - 0 coeficiente de variagao e o racio entre o desvio padrao e a elasticidade estinia-
dos pela a expressao e modelo respectivo. Nao se apresentam todos os valores para o modelo 
. MCI por, devido a problemas de autocorrelagao, nao ter sido possfvel determinar alguns dales. 
Utilizaram-se valores medios no tempo para as variaveis. 
Verifica-se que a selec9ao de urn modele e de uma expressao de relati-
vizayao implica a escolha de uma rela9ao funcional de dependencia indirecta 
no tempo, para a elasticidade e logo de uma estrutura competitiva para a marca, 
como reconhecido por Russell e Kamakura (1992}. Do grafico apresentado na 
figura 3 pode observar-se a coincidencia tanto dos valores obtidos, como dos 
comportamentos, no tempo, das curvas de elasticidade para os dois tipos de 
modelos considerados, o que valida de algum modo a analise e o procedimen-
to utilizado. Pode observar-se ainda a menor varia9ao no tempo das elasticida-
des obtidas pelos modelos de atrac9ao devido a introdu9ao nestes modelos de 
termos referentes a todas as marcas na subfamflia. Podendo esses termos ter 
sinais opostos, verifica-se urn efeito de compensayao, que estabiliza a varia9ao 
das elasticidades no tempo. 
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Destes resultados e dos apresentados no ponto anterior, parece poder 
concluir-se que as elasticidades obtidas utilizando valores medias, no tempo, 
das variaveis que intervem nas express6es da elasticidade sao muito seme-
lhantes aos valores medias da elasticidade no tempo, como os apresentados na 
figura 3. E por isso que autores como Greene (1993), demonstram a tendencia 
assimpt6tica das duas medidas para coincidir com a elasticidade real e acon-















Varia~iio da elasticidade no tempo com indica~iio de valores medios 
e correspondente desvio padriio (13) 
--- 3347 ModC/ass --3347 ModAtrst;. 
1 3 57 91113151719212325272913 57 911131517192123252729312 4 8 810121416182022242628302 4 6 810 
Dia do MAs 
Assim, utilizando apenas esses valores, foi possfvel a construgao do qua-
dro 6, onde se apresentam as elasticidades directas e cruzadas calculadas pelos 
modelos classicos e de atracgao. Neste quadro, as linhas resumem a influencia 
dos pregos de outras marcas na quota de mercado da marca i e as colunas o 
efeito das variag6es de prego da marca j nas vendas das restantes marcas. 
Comparando os dais tipos de modelos, verifica-se que as maiores diferen-
gas ocorrem para os efeitos nas quotas de mercado da marca Malandrinho por 
variag6es de prego da marca lfder (Saludaes), em que o valor obtido pelos 
modelos de atracgao e bastante inferior ao obtido pelos modelos classicos; e o 
(1 3 ) Para a marca D. Ana (3347) utilizou-se o modelo exponencial com a equagao de 
relativizagao (14) e para a marca Malandrinho (3662) o modelo linear e a expressao (11). 
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efeito de varia96es de prego da marca D. Ana na quota de mercado da marca 
Grao de Duro, onde a diferenga dos valores obtidos pelos dois tipos de mode-
los e em sentido contrario. Em ambos os casas os resultados obtidos pelos 
modelos classicos sao mais facilmente aceites. 
QUADRO 6 
Elasticidade directa e cruzada pelos modelos classicos e de atracc;:ao 
Varia96es de pre9o (!'.Pi) 
Varia9ao de quota de mercado (l'.m;) 
5622 3347 
Modelos classicos (com prec;:o relativizado) 
Saludaes {5622)............................................................ -1,8 1,32 0,28 0,16 
Malandrinho (3662) ....................................................... 3,92 -4,7 0,35 0,20 
Grao de Ouro (3349) ................................................... 6,39 2,61 -14 0,33 
D. Ana (3347) ............................................................... 1 ,92 1 ,70 1,67 -7,7 
Modelos de atracc;:ao (com prec;:o relativizado) 
Saludaes (5622)............................................................ -1,3 1,72 0,76 -0,20 
Malandrinho {3662) ............. .......................................... 1 ,91 -5,6 1,24 0,24 
Grao de Ouro (3349) ................................................... 4,08 3,99 -20 2,16 
D. Ana (3347) ............................................................... 2,21 2,40 1,54 -8,8 
Nota. - Na diagonal apresentam-se elasticidades directas, todas as restantes sao cruzadas. 
Na verdade, tendo em conta a relagao de for9as entre as marcas Malan-
drinho e Saludaes e de esperar que a segunda influencie mais fortemente as 
vendas da primeira do que o inverso. Tambem a. marca D. Ana, sendo pouco 
expressiva, devera ter dificuldades em influenciar as vendas da marca Grao de 
Ouro na dimensao prevista pelos modelos de atracgao. Por outro lado, os mode-
los de atrac9ao estimam uma elasticidade negativa, o que e de todo inaceitavel. 
Como referido por Cooper (1988) as elasticidades resumem o efeito das 
condi96es do mercado nas vendas ou quotas de mercado. Este efeito de sfn-
tese e consolida9ao de elevada quantidade de dados em valores ou mapas 
uteis a tomada de decisao e de interesse tanto a nfvel te6rico como pratico, 
como se verifica pela quantidade de trabalhos efectuados sabre elasticidades. 
A analise de elasticidades e habitualmente efectuada apresentando OS 
dados do quadro 6 na forma de graficos, como nome generico de mapas com-
petitivos (Cooper, 1988), como se faz na figura 4. Assim, na figura, e evidente 
uma acentuada assimetria das elasticidades cruzadas. lsto significa que a mar-
ca Saludaes (5622) pode facilmente construir quota de mercado a custa de 
marcas como Malandrinho (3662) e Grao de Ouro (3349). Pelo contrario, estas 
marcas tern urn efeito muito reduzido na quota de mercado do lfder. 
A polftica de gestao da loja deve ter em considera9ao que os produtos 
mais sensfveis ao pre9o, como a marca Grao de Ouro, devem apresentar pre-
gas menores enquanto os restantes podem apresentar pregos superiores - Hoch 
et a/. (1995). 
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FIGURA 4 
Mapa competitivo primario, utilizando os resultados obtidos no caso 
de estudo para os modelos classicos (14) 
Vari~onos 
pr~os da marca ; 
5- Conclusoes 
5622 
Elasticidades Cruzadas e 
Directas (xY.) 
Consequentes Varia¢es de 
Quota de Mercado da Marca i 
Utilizando elasticidades de quotas de mercado e combinando diversos 
modelos com uma grande variedade de express6es de relativizagao de varia-
veis de marketing, obtem-se primeiro as express6es das elasticidades directas 
e cruzadas para cada combinagao de modelo e expressao de relativizagao. 
Essas express6es sao posteriormente comparadas utilizando a robustez como 
criterio. Assim, conclui-se que nao s6 os modelos de atracgao sao sempre ro-
bustos mas tambem alguns modelos classicos o podem ser, nomeadamente 
quando combinadas com a expressao de relativizagao (11) (quociente entre a 
variavel e a sua media na famflia, ponderada pelas quotas de mercado). 
,, Para confrontar resultados te6ricos com a modelagao de uma situagao 
concreta, utilizou-se o caso de estudo de uma subfamflia com cinco artigos 
apresentando valores de quotas de mercado medias muito distintos. Para esta 
subfamflia foi possfvel verificar que a utilizagao da expressao de relativizagao 
identificada como robusta e possfvel, ja que as estimativas dos parametres sao 
pelo menos tao precisas como as obtidos pelos modelos estatisticamente mais 
(1 4) Utilizaram-se os dados de elasticidades cruzadas do quadro 6 para os modelos classi-
cos enquanto os valores para elasticidades directas foram divididos par dois par uma questao de 
escala. 
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bem ajustados para cada marca. Apenas para marcas que vendem muito pou-
co (quotas de mercado medias abaixo dos 1 0%), se pode revelar necessaria a 
utilizac;:ao de outras expressoes de relativizac;:ao, par os parametros estimados 
pela expressao robusta apresentarem desvios padrao demasiado elevados. 
Verificou-se que os modelos classicos sao faceis de estimar, revelando uma 
elevada capacidade explicativa das quotas de mercado. Pelo contrario, os 
modelos de atracc;:ao, muito utilizados na literatura consultada, sao de diffcil 
estimac;:ao nao tendo sido possfvel obter estimativas de elasticidade em alguns 
casas e apresentando um problema de heterocedasticidade diffcil de ultrapassar. 
Este trabalho vem realgar o papel das elasticidades na analise do merca-
do utilizando quotas de mercado. A importancia das elasticidades deriva nao 
s6 de serem medidas da sensibilidade das quotas de mercado a variac;:oes das 
diferentes variaveis de marketing, como tambem de serem medidas universais 
independentes do modelo causal escolhido para a modelac;:ao. 
Trabalhos futuros envolverao a modelagao de um maior numero de famf-
lias de produtos. Se os modelos classicos com vaviaveis relativizadas par (11) 
se revelarem um metoda expedito para a determinac;:ao de elasticidades, pre-
tende-se efectuar a actualizac;:ao do sistema de apoio a decisao da loja, para 
que possa realizar este calculo de forma automatica ou semiautomatica. 
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ANEXO A 
Derivagao das elasticidades directas e cruzadas para os modelos de atracgao 
A dedugao das express5es para as elasticidades directas e cruzadas, usando variaveis 
explicativas nao relativizadas, e apresentada em Cooper e Nakanishi (1988). Seguindo um proce-
dimento semelhante e possfvel deduzir express5es de elasticidades para modelos com variaveis 




onde A; representa a atractividade da marca i, m, a sua quota de mercado e X;k ou Xjk a variavel 
de marketing em ordem a qual se deriva a expressao das quotas de mercado. 
As derivadas parciais dos termos de atracgao, podem ser facilmente determinadas, se se 
considerarem as relag5es funcionais correspondentes a cada um dos modele de atracgao. Sendo 
assim, respectivamente para o modelos MCI e MNL, tem-se: 
i, ... , n (A.3) 
oA1 ax1; -- = /31k· A1 • -- /=1, ... , i, ... , n axik axik 
(A.4) 
Substitt:Jindo estas (iltimas equag5es em (A.1), e transformando as derivadas parciais em 
elasticidade, obtemise finalmente as seguintes express5es para as elasticidades directas do mo-
delo MCI e MNL respectivamente: 
(A.5) 
(A. G) 
onde ~1 representa o sfmbolo de Kronecker. Para as elasticidades cruzadas, basta substituir (A.3) 
e (A.4) em (A.2), obtendo-se as equag5es seguintes: 
(A.7) 
(A. B) 
Estas express5es sao as mais gerais, sendo de grande simplicidade a sua redugao as ex-
press5es obtidas para modelos com variaveis nao relativizadas. 
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ANEXO 8 
Justifica~ao da aproxima~ao usada no calculo da elasticidade 
com as expressoes de relativiza~ao (11) e (12) 
Para fazer a derivac;:ao da expressao para a quota de mercado em func;:ao da variavel de 
marketing, vai utilizar-se o conceito de func;:ao implfcita, ja que para as expressoes de relativizac;:ao 
(11) e (12) nao e possfvel explicitar a quota de mercado apenas em func;:ao de .x;k. Considerem-se 
primeiro as variaveis relativizadas pela expressao (11 ), que se rescreve fixando k e i: 
X•- X;k ik- --a; 




e, para todos os k'"#k a expressao de relativizac;:ao nao inclui .x;k, pelo que se tern simplesmente: 
(8.3) 
a.k. = IJn, · x,k. I= I, ... , i, ... , n (8.4) 
I 
Teremos agora de considerar cada urn dos modelos em separado. Far-se-a a demonstra-
c;:ao apenas para o modelo multiplicativo, .ja que para os restantes os resultados seriam seme-
lhantes, uma vez que se verificam relac;:oes multiplicativas entre as expressoes derivadas para as 
elasticidades dos diferentes modelos (v. quadro 1 ). Para este modelo tem-se: 
(8.5) 
Substituindo (8.1) e (8.3) em (8.5), tem-se: 
(8.6) 
Pretende-se derivar a expressao anterior relativamente a X;k· Para tal, reconhece-se que os 
a11 e 1Xt< sao func;:ao de mb pelo que se tera de utilizar o metodo da derivac;:ao da func;:ao implfcita. 
Considerando ainda m; func;:ao composta por a 11 e ak tem-se: 
(8.7) 
Podem-se agora determinar as derivadas de a 11 e de ak obtendo-se as expressoes seguintes: 
(8.8) 
(8.9) 
substituindo agora (8.8) e (8.9) em (8.7), e tendo em conta ainda as equac;:oes (8.1) e (8.3) 
tem-se com h incluindo k: 
<Jm; (3;k· m; ( *) "'(f.l "'( <Jm1 X ·)) --= ---· 1-m;·X;k -"-' fJih'm;·"-' -- · lh 
()Xik X;k h I ()Xik 
h=1, ... , k, ... , n (8.10) 
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Considerando que as quotas de mercado do segundo termo da equagao anterior sao agre-
gadas e logo pouco sensfveis a variagoes das variaveis de marketing, e utilizando a expressao 
para a elasticidade pontual, pode-se obter a expressao correspondente do quadro 1. Vai-se agora 
provar que esta aproximagao nao e necessaria se se considerar uma situagao fortemente con-
correncial, com pouca distingao entre marcas, i. e. valores de cada uma das variaveis relativizadas 
para cada artigo aproximadamente iguais. 
Da expressao fundamental, pode-se escrever uma qualquer quota de mercado como: 
n 
m·= 1- Lm-
' j;,j I 
i= 1 
introduzindo esta expressao na fracgao de (8.10) com derivadas parciais, tem-se: 
(8.11) 
(8.11) 
Oeste modo se a diferenga anterior se anular, o que pode suceder em situagoes de forte 
concorrencia em que os valores relativizados de cada variavel sao aproximadamente iguais para 
as diferentes marcas da famflia em consideragao; nao e necessaria considerar a aproximagao de 
anular as derivadas das quotas de mercado no denominador relativamente a X;k· Fica, assim, 
provado o que se pretendia. 
Considere-se agora as variaveis relativizadas pela expressao (12), que se rescrevem con-
siderando k e i constantes: 
X *- X;k ik ---
ak 
.~m;-·Xrk 





note-se que ao contrario da equagao (8.2), esta ultima equagao e valida para todos os valores 
de k, e nunca e possfvel explicitar X;k nesta equagao. Fazendo a derivagao da equagao anterior 
tem-se para qualquer h igual ou diferente de k: 
h=1, ... , k, ... , n (8.15) 
rescrevendo a equagao (8.7) para o caso particular que se tern vindo a tratar: 
(8.16) 
substituindo agora (8.15) na expressao anterior, e tendo em conta ainda a equagao (8.13), tem-se 
com h incluindo todas as variaveis de marketing: 
am; /3;k · m; m; ( ( am1 { X1h )~~ --.-=---~·L /3;h·L. --.- ---1 h=1, ... ,k, ... ,n 
aXk Xk ....,m1 h 1"' aXk a·h I I /":#.i I I 
(8.17) 
Esta expressao e facilmente reduzida a equagao correspondente do quadro 1, consideran-
do de novo as quotas de mercado no denominador da expressao de relativizagao como pesos 
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agregados e logo pouco variiiVeis com a variavel de derivagao, e utilizando a expressao para a 
elasticidade pontuaL do modelo multiplicativo. 
Da equagao anterior verifica-se que a referida aproximagao nao e necessaria quando todas 
as variaveis relativizadas sao aproximadamente 1, i.e. quando todas as variaveis na famflia, com 
a excepgao da marca i, sao muito pr6ximas. Em famflias muito equilibradas, ou sofrendo forte 
concorrencia onde uma marca lfder domina, tal e aceitavel. Desenvolvendo o ultimo somat6rio, e 
possfvel chegar a essa conclusao de forma mais clara, como se indica de seguida: 
(8.18) 
Note-se que para chegarmos a esta conclusao nao foi necessaria considerar a expressao 
fundamental. Nas comparagoes entre variaveis, nao se incluf a correspondente a marca sobre a 
qual pretendemos calcular a elasticidade, pelo que ao contrario da expressao de relativizagao (10) 
esse artigo pode assumir uma posigao diferenciada sem que a aproximagao seja posta em causa. 
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